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1. Een eerste methode

We zullen bewijzen:

Stelling Voor "grote" n geldt n!»n" > "

We veronderstellen bekendheid met de limiet I!@rg(1+ %)“ =e. Op basis hiervan berekenen we:
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We bewijzen nu eerst een limietstelling (de tweede?) van Cauchy .

Stelling Is u, > 0 en bestaat voor eenrij {u,} delimiet Ig{é\L+1 dan bestaat ook I!Dn;l,”/un , Waarbij
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Bewijs.
Zij limt =
n® ¥ un
A.
We veronderstellen allereerst dat L > 0.
Bij iedere e > 0, waarvoor ook geldt dat e < L, kan een getal P(e) zo worden bepaald, dat voor p > P(e)
voldaan is aan:
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Passen we deze ongelijkheid toe voor p=m, ..., p = n—1 en vermenigvuldigen we de ongelijkheden, dan
vinden we:
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Er isdus een geta N, zo dat voor n > N voldaan is aan:

L-e U, L+e
en n <

(L-1e)™ L-ie (L+1e)™ L+ie

Nu volgt uit (1.2) dat
L-e<pu, <L+e
Met andere woorden: IE@nQ nu, =L.

B.
Voor L verloopt het bewijs min of meer analoog.

u
Bij iedere e > 0 bestaat er een getal P(e) zodat voor p > P(e) geldt: 0< 2 <le,
u
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waaruit we kunnen afleiden dat 0<—<(3e)™ ™, endan 0<{/u, <1en (1um)m :
u ie

m

Houden we ook nu mweer vast, dan bestaat er een getal N, zodat voor n> N geldt: n/ (fé“)m <2,
2
en dus: 0<ﬁ<e, hetgeen wil zeggen, dat L!@rg du, =0

Conclusie.
In alle gevallen (A en B) geldt:
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limg/u, =lim—2
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Volgens deze limietstelling van Cauchy volgt dan uit (1.0) direct:
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Uit deze laatste limiet vinden we voor "grote" waarden van n een redelijke benadering van n!:
n!'»n"x"

2. Deformule van Sterling

We zullen bewijzen:

qa
Stelling n!=n"e€"\V2pnen (0<q <))
formule van Sterling (James Sterling, 1692-1770)
Opmerking

1

q
Defactor 2" ligt ligt tussen O en e'?". Voor grote waarden van n ligt dit laatste getal dicht bij 1.
[einde Opmerking]

Bewijs.
We gaan uit van de reeksontwikkeling van de functie f gedefinieerd door f(x) =1 Inﬂ :
Er geldt:
1+x 1 1 1
= + +...+
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[Rena09] < 2n+3 4x(x+1)(2x+1)2”+1 (22)
Alswein (2.1) het rechter lid afbreken na de eerste term (de term met n = 0), dan hebben we:
it X Loy (0<q <Y
X 2x+1 12x(x+1)(2x+1)
Deze uitdrukking kunnen we als volgt herleiden:
1 q
X+31)In(l+=) =1+ ———
(x+32)In(+-) 2x(x+])
@ g
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In de laatste uitdrukking kiezen we x = n (waarbij n een natuurll jk geta is); we krijgen:
(+Y n)mf 12n(n+1) (2.3)
e
We beschouwen vervolgens derij {u,} met algemene term
| ol
- (2.4)
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Voor deze rij volgt uit (2.3):
un - (1+ yn)m elZn’(qn+1) e12n 12£r?+1)
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zodat
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u, e12n =u,,e?"™ (2.5)
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De rij {un} is dus monotoon dalend en omdat de termen positief zijn hebben we te maken met een
begrensde rij.
Zij L delimiet van derij {un}.

We herschrijven vergelijking (2.5) nu enigszins (wijzigingen in de exponenten van de e-machten):
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Omdat e > ™™ volgt nu:
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en hieruit volgt dan weer dat derij {u,, e'2n} monotoon stijgend is. De limiet van dezerrij is eveneens
-1

gelijk aan de eerder gei' ntroduceerde waarde L, omdat I!@ m el2n =1,

-1
Uit (2.5) en (2.6) volgt nu: u. e <L <u,.
-1
L verschilt dus van u, met een vermenigvuldigingsfactor dieligt tussen 1 en e*", zodat we kunnen
schrijven:
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of

q
u, = Let" (0<qg <)



Wegens (2.4) vinden we dan

u =——=Len (2.7)

zodat
q
n!=Ln"#e "e2n
. (2.8
= Ln"e "Jnsen
Hiermee hebben we de formule van Sterling gevonden, op de waarde van L na.

We zullen nu aantonen, dat L =~/2p .

Uit (2.7) volgt:
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Merk op, dat in de formule voor uy, g; in het algemeen niet gdijk is aan g, immers q hangt van de waarde
vann &f.
Deling van de beide uitdrukkingen geeft nu:
2 12 2n+4 112 92n+3 9. %
u_n = (n) (2n2) = - (n) 2 - — LeGn 24n (29)
Uy (2n)In™" (2n)!n?
Het tweede lid van rechts van (2.9) werken we nu "gewoon" uit:
13253+ N)2 (202 -- 2)% ? _(2x4>6>8---(2n))2x§
1X253---(2n - 1)(2n) < 153---(2n)  n*

_ 2%46>8---(2n) 2°
= X
13657 ---(2n- 1) n?
Kwadratering van (2.9) en de laatste uitdrukking hierboven geeft dan
Lze%'% _ 2344656+ (2n - 2)(2n) @
13X3>6>6---(2n- 1)(2n- 1)
Nalimietovergang voor n® ¥ hebben we dan
L2 = lim 234656 --(2n- 2)(2n)
ne¥  1xX3X3>6>5---(2n- 1)(2n- 1)
Delimiet in het rechter lid is het zogenoemde produkt van Wallis (John Wallis, 1616-1703).
Dat produkt kan worden berekend met behulp van goniometrische integralen.
Het resultaat van een dergelijke berekening (zie daarvoor paragraaf 3) is.
2244 2n 2n
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Ip =lim—=x=x-%—...
ne¥] 335 2n-12n+1
Uitdrukking (2.10) gaat daardoor over in:
2 1 —_
L°=4xp ﬂn!@rgzn_ 1"
zodat
L=v2p

Volgens (2.8) isdan
n! = n"e "\/2p n>et2n (0<qg <))



3. Het product van Wallis

We bewijzen alereerst:

) 3p . n-14r . .
Stelling Q SlnnXdX:—Q sin™?xdx
n

Bewijs.
Zij F,(X) = ¢gin" xdx, dan volgt door middel van partiéle integratie:
F.(X) = cpin" xdx

=- ¢pin™* xd(cosx)

=- sin"* x>cosx+ (Yn- 1)sin™? xcos’ xd x

=- sin™*x>cosx+(n- Dysin™ 2 x- sin" x)d x

=- sin"tx>cosx+(n- HF_,(x)- (n- DF,(X)

zodat
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Fo(X) =- +—F. (%) (nt 0
n n
. 3P
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Kiezen we nu alsintegratiegrenzen O en 1p , danis & wa =0, zodat
e n U
6psin”xdx:—n_16psin”'2xdx
n

Uit deze stelling volgt door herhaal de toepassing voor een even exponent:

& sinxdx=20 1,203 81p (31
2n 2n-2 4 2 2
€N VOOrI een oneven exponent:
& snmixdx= 223 4.2, (32
2n+1 2n-1 5 3

n+l

Op hetinterval (0;4p) isO<sinx < 1, zodat sin™"x < sinx. Hetgeen de volgende ongelijkheid oplevert:
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Zn*zxdx<Qz smz'”lxdx<Q2 sin? xdx

Uit (3.1) en (3.2) volgt dan

2n+1 2n'1...§x1>£< 2n 2n- 2...ﬂ>£>q< 2n-1 2n-3m§x1xg (3.3)
2n+2 2n 422 2n+l 2n-1 5 3 2n 2n-2 4 2 2
Het eerste en derde lid van deze ongelijkheid hebben de factor 2“;] 1---% ; x%gemeenschaopelijk.

Vermenigvuldigen we uitdrukking (3.3) nu met het omgekeerde van deze factor, dan volgt, na
rangschikking van de factoren in het tweede lid:
2n 2n p

x <

2. P (3.4)
2n+2 2 1335 2n-12n+1 2
Envoor n® ¥ volgt hieruit dan
1p =lim 2. 2N, 2N (35)
ne¥] 335 2n-12n+1




