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1

Definitie 1.1

Indien een functie f de nulpunten x; (i =1, 2, ..., n) heeft, waarvan er k gdlijk zijn, dan heten die
nul punten k-voudig.

Het getal k heet de multipliciteit van zo'n nulpunt.

Stelling 1.1
De multipliciteit k van een nulpunt x; = a van een functie f is gelijk aan de orde van de afgeleide uit derij

f@, @ ... dievoor x = a dseerstein dierij ongelijk aan O is.

Bewij
We(\aNgJag;\n ervan uit dat de functie f minstens k maal differentieerbaar is. Volgens de hoofdstelling van de
algebra geldt:
f(¥) =(x- @) g(x) 9(a)* 0
Nuis f(a) =0, terwijl verder:
FOX) =k(x- )"g(x)+(x- A g?(x) P P@=0
F@(x) =k(k-D(x- @) *g()+k(x- @) 'g?(x) +k(x- @) 'g? (x) +(x- ) g (¥
=k(k-1(x- @) *g(x) +2k(x- @) g (x) +(x- @) g® (x)
Defunctie f(®iseen som van (opvolgend) termen met factoren van de vorm
(x- & "g(x), (x- @) "*g¥(x),...,(x- @) g (x)
waaruit volgt dat f®(a)=0voorp=1.2, ..., k—1.
Voor de k-de afgeleide van f vinden we dan
f 8 (x) = kI>xg(X) + G(X)
waarin G(x) een som is van (opvolgend) termen die alle een factor x —a (of een veelvoud daarvan)
hebben.

We hebben dus nu:
f®@=kxg(@? 0
waaruit het gestelde volgt.
2.
Voordat we de stelling formuleren, geven we een voorbeeld.
Zij

f(x)=x>-5X +7x- 3
=(x- 3)(x*- 2x+1)
=(x-D*(x- 3
De nulpunten zijn dus 1, 1, 3.
f'(X) =3x*- 10x+7
=(x- D(3x- 7)
De nulpunten van f ' zijn 1, 2'/a.
Het rekenkundig gemiddelde van de nulpunten van f (rekening houdend met de multipliciteit) is:
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1+1+2 _5

3 3
Het rekenkundig gemiddelde van de nulpunten van f ' is:
1+2)_10_5
2 6 3

We trekken nu elk nulpunt van f ' af van elk nulpunt van f ; we krijgen dan 6 verschillen:

01012!- 1%!- 1}61%
Sommatie daarvan geeft:

0+0+2-1%-1%+2%=0
Algemeen geldt nu:

Stelling 2.1
A. Het rekenkundig gemiddelde van de nulpunten van een gehele rationale functie van degraad n (n3 2)

is gelijk aan dat van de nulpunten van zijn afgeleide (met inachtneming van de multipliciteit).
B. De som van de verschillen van de nulpunten van een gehele rationale functie van degraad n (n3 2) en

de nulpunten van de afgeleide van die functie is gdlijk aan 0 (met inachtneming van de multipliciteit).

Bewijs.

Zij f een gehele rationale functie van de graad n (n3 2) gedefinieerd door
f(X) =gX"+ax™" +--+a,,x+4, (8 0)

Stel x (i =1, 2, ..., n) zijn de nulpunten van deze functie.

Deafgeleidef ' van f is dan vastgelegd door

f'(X) =nax™* +(n- Dax"?+---+a,, (3t 0)
Stel t; (i=1, 2, ..., n-1) zijn de nulpunten van f .
Volgens de hoofdstelling van de algebra hebben we:

PO =ay(x- %)X~ %)+ (X~ X,)
=8, (X" (g% + e X)X b+ (- )X X))

zodat
“Q (X X ) = P oX EX, X = %
Ook isdan:
f (%) =nay(X- t)(X- t,)---(x-t,,)
:nao(xn-l' (t1+t2+---+tn_1)Xn'2+---(- 1)n-1t1t2"'tn-1)
zodat
__(n-Da

- naO(tl +t2 +"'+tn-1) = (n' 1)a1 p t1 +t2 +"'+tn-1 na,
Voor de bedoelde rekenkundige gemiddel den hebben we:

XHX+X @

n na,
t1+t2+"'+tn-1:_ (n'l)a1 - a
n-1 (n- Dna, na,

waaruit het gestelde onder A onmiddellijk duidelijk is.

Sommeren van de n(n — 1) verschillen x; — ty geeft:




nn-1 n n-1
[o] [o]

é. (X| - tk):(n' 1)a X - na t, =-(n- 1)%4.“(“' 1)81

na,
= (n-)2+(n-n&
A A

ik=1 i=1 k=1

=0
waaruit het gestelde onder B blijkt.

3.
We veronderstellen nu dat de gehele rationale f geen meervoudige nulpunten x; (i =1,2,---,n) hesft.
Met andere woorden:
X1 X @(,j=12,...,mi1t j)
We weten (volgens de hoofdstelling van de algebra):
F(X) =3, (X- %)(X- %)+ (X- X,)

Differentiéren geeft dan:
P = ag[(x- X)(X= %)+ (X= %) +(X= 3)(X= %)+ (X=X )+ 4 (X X)(X= %)+ (X=X 4)]
_f0 Lt , X

X- X X- X X- X,

0 1
=f(x)af

i=L AT

We bewijzen nu:

Stelling 3.1
Een gehele rationale functie f met enkel voudige nulpunten en diens afgeleide f ' hebben geen
gemeenschappelijke nulpunten.

Bewijs.
Stel x; = aiseen nulpunt van f.
Volgens de hoofdstelling van de algebrais dan
f(x)=(x- a)g(x), met g(a)* O

Nuis:

F()=9(x)+(x-a)g'(x)p f(@=g(@*0
X = aisdus geen nulpunt vanf '.
Daar het aantal nulpunten van f' gelijk isaan n—1, is het gestelde dus juist.

Ook geldt:

Stelling 3.2

Zijnx (i=1,...,n)enty (k=1, ..., n—1) nulpunten van opvolgend f (gehedl rationaal) en f ', waarbij de
nul punten van f enkelvoudig zijn, dan geldt dat de som van de omgekeerden van de n(n — 1) verschillen
(% —ty) gelijk isaan 0.

Bewijs.
Hierboven hebben we laten zien, dat (%) = f ()5 ———

izt X=X
Uit Stelling 3.1 volgt nu dat:
Alstyeen nulpuntisvanf', danis f(t,)* O,immersfenf' hebben geen nulpunten gemeenschappelijk.

Uit f'(t,) =0volgt dan
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of

zodat ook
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