Werkblad T183 - Riemann-sommen en GR

Het verdient aanbeveling de hieronder in de voorbeelden beschreven methodes "nate spelen”.
In de voorbeelden gebruiken we steeds functies die op een bepaald interval alleen niet-negatieve
functiewaarden hebben.

Voorbeeld 1
k In de figuur hiernaast is de grafiek getekend van de functie
1 f(x) = 1+ Vx

op het domein [0, 9].

Door met twee opvolgende deelpuntenaenb (a<b) uit0, 1, 2, ..., 8
van het domein rechthoeken te tekenen met a, b en f(a) als hoekpunten,
kunnen we een zogenoemde onder som (liever linker som) berekenen.
Op elk interval [a, b] hebben we dus een rechthoek met f(a) als hoogte.
aenf(a) zijn dus linker hoekpunten.

Nemen we de deelpuntenaenb uit 1, 2, ..., 9 met a, b en f(b) als hoekpunten, dan kunnen we een
zogenoemde bovensom (liever rechtersom) berekenen. Hier zijn b en f(b) dus rechter hoekpunten.

De functiewaarden in de deelpunten zijn dus in beide gevallen de hoogte van een rechthoek.

De hierboven bedoelde linkersom (de som van de oppervlaktes van de rechthoeken) is gelijk aan (en ga
dat na!):

1+ \/6) A+ 1+ \/:T_)-l+ @+ \/E)-1+...+(1+ \/§) 1=9+ (\/6+\/i+...+ \/§)

De rechtersom is gelijk aan:

A+v1) - 1(1+~2) -1+ -+ (1+~9) 1= 9+ (1 +..4/9)

Nu kunnen we deze sommen, zij het met enige moeite, nog wel met de hand uitrekenen.
We laten hierna echter zien hoe we dat met Li j st en op de GR kunnen doen.

InL; plaatsen we de getallen 0, 1, ..., 9 (dedeclpunten  |seaii k: B F3+L1 ||L1
en de begin- en eindwaarden van het interval). 125456 .. ’
Opmerking £
Dit kan met de procedure seq(. Deze procedureiste :
vindenmet [ LI ST] <OPS> 5:seq(. L:m=
[einde Opmerking]
We kunnen nu de functiewaarden toevoegen aan L, Li LTS 2| L2 L3 2
door aan de lijst L, een formule te koppelen. I e e § e
Dit gaat op dezelfde manier alsin het [ Y=] menu. £ £ aat

: : £zt

& & ZyoE

Lz =1+J¢L1) L2ii=]

Plaats, via[ STAT] <EDI T>1: Edi t , de cursor op L, entyp daarnade formuleL2 = 1+V(L1) (zie
onderste regel van het scherm, in de linker figuur). Na het drukken op [ ENTER] worden de
functiewaarden berekend (zie rechter figuur hierboven).

Opmerking L L 2
Alsinhet [ Y=] menu de functie f reedsis ingevoerd, kunnen we ook daaraan N ] R
refereren (>>>). £

Defunctie Y; vinden we dan via[ VARS] . Let er op, dat ook ( L;) daaraan E

moet worden toegevoegd. EETITARE)

[einde Opmerking]

Voor de linkersom moeten we nu de functiewaarden f(0), f (2), ..., f (8) bij elkaar tellen.
Voor de rechtersom zijn dat de functiewaarden f (1), f (2), ..., f (9).

(1]



We gebruiken daarvoor de procedure cunSum(via[ LI ST] <OPS>

6: cuntSun), waarvan we de waarden aan Lijst L3 toevoegen.

Op het rekenscherm doen we dat met (>>>):

Opmerking

Dit kan ook in het Lijst-scherm door cunfSun{ L2) toete voegen aan L.
[einde Opmerking]

Via[ STAT] <EDI T>1: Edi t zien we deze waarden in een overzicht (>>>).
De linkersom kunnen we nu direct aflezen in dit Lijst-overzicht.

LET OP: Dit isdewaarde van L3(9)!! Immers, de gewenste som is het 9e
element inlijst L.

De bedoelde linkersom is dus (in 3 decimalen) gelijk aan 25,306.
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L3m =25. SHEBAEES..

Met de rechtersom lukt dat niet direct door aflezen in de tabel, omdat we de eerste berekende waarde, de
waarde van f(0), niet mogen gebruiken; en deze staat in L3(1).
We berekenen daarom de rechtersom op het rekenscherm (>>>):

De waarde van de gevraagde rechtersom is dus: 28,306.

De gemiddelde waarde van beide uitkomsten is eveneens een redelijke
benadering van de oppervlakte onder de kromme lijn (tussen grafiek en x-as):
26,806.

Opmerking: de werkelijke van de oppervlakte is 27.

Voorbeeld 2

We gaan uit van de functie f(X) = -x* + 2,1x op het domein [0, 2].
We kiezen 5 deelintervallen met elk een lengte van 0,4.

Nb.

Maak nu eerst alle lijstenleegmet Cl r Al | Li sts (via[ MEM 4:).

Lz(1@) L3417
76, THEAERST

De linkersomis nu gelijk aan: L

(f(O)+f(0,4) +f(0,8)+f (1,2 +f(1,6)) 04
De rechtersomis gelijk aan
(f(0,49) +f(08)+f(1,2) +f(1,6)+f(2)) 04

Voor de linkersom vinden we dan 3,6 0,4 = 1,44.

En voor de rechtersom (3,8 - 0) 0,4 = 1,52.

I's de werkelijke waarde van de oppervlakte groter of kleiner dan de waarde
1,447 (Toelichten!)

I's de werkelijke waarde van de oppervlakte groter of kleiner dan de waarde
1,527 (Toelichten!)

We kunnen in dit geval (misschien is het zelfs beter) een som nemen gebaseerd
op de x-waarde van het midden van de intervallen; dat zijn de waarden:

02 06 10 14 18(>>>).

De benaderde waarde van de oppervlakte isdan 3,9'0,4 = 1,56.

Je zou deze som de middensom kunnen noemen.

Voor 10 dedlintervallen hebben we, weer met de x-waarden van de middens en
met 0,2 als lengte van elk deelinterval, (>>>):

De benaderde waarde van de oppervilakte, tussen de grafiek en de x-as en op het
interval [0,2], isindit geval: 7,7 0,2 = 1,54 (de werkelijke waarde is gelijk aan
12 ~1,533).
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Voorbeeld 3

We bekijken ook de functie g(x) = -x* + 2x op het interval [0, 2].

We nemen ook nu 10 deelintervallen waarbij de lengte van elk deelinterval dus weer gelijk isaan 0,2.
Bereken op basis hiervan de waarde van de linkersom L en die van de rechtersom R.

Alsje hebt goed gedaan hebt, blijkt dat L = R. Verklaar waarom dat het geval is.

Bereken in dit geval ook de middensom.

(De werkelijke waarde van de oppervlakte is hier 11.)

Voorbeeld 4

We bekijken vervolgens de functie f(x) = % op het interval [0, 10].
+ X

We kiezen dit keer 20 deelintervallen. Elk deelinterval heeft dan de lengte 0,5. Li L2 |L3 i
We berekenen hier alleen de middensom. 828 | E1% | wdEd:
De x-waarde van het midden van het eerste deelinterval isx; = 0,25. Die van RfE | Haft | eph
het midden van het 20ste interval is X0 = 9,75. 8-LE ﬁEEEE EEE;E

LD =9, 75

De benaderde waarde van de oppervlakte tussen de grafiek en de x-as op het beschouwde interval is dan:

4,7759°0,5 = 2,388.

De werkelijke waarde (in 3 decimalen) is gelijk aan: 2,398.

Geef ook een benadering van de oppervlakte as we uitgaan van 40 deelintervallen (antwoord: 2,395).

Kan je een verklaring geven, waarom de benaderde waarde in beide gevallen groter is, dan de
werkelijke waarde?

Lukt het je ook om een benadering te geven met 100 deelintervallen?

Voorbeeld 5
We bekijken de functie h(x) = ?log x met x in het interval [2, 4].

Defunctieh kanin het [ Y=] scherm worden vastgelegd als (>>>): Flotl Flakz Flot3
;¥1EIGQﬂHh31D9ﬂ2

MW=

De opdracht luidt nu:

- Geef een benaderde waarde van de opperviakte van het vliakdeel dat ligt
tussen de grafiek van h, delijnenx =2 enx =4 ende x-as

lemand (noem hem A) geeft op deze opdracht als antwoord: "Een benaderde waarde is 2". Eniemand

anders (B) zegt: "Diewaardeis4".

Hoe komen beiden aan hun antwoord? Welk type som (linkersom, rechtersom of middensom) hebben
ze gebruikt?

Bereken zelf, op basis van een verdeling van het L1 LE L® 1) U LE L® 1
interval in 10 deelintervallen, de benaderde ol [ S ERE| 10704 (L0704
waarde (in twee decimalen) van de linkersom L, g |iS%Ee fe | | EF | 1S (il
de rechtersom R en de middensom M 0 |eme | PESR | | B [ESER|Eis
(antwoorden' L=301R=321"M=3 12) R 16781 | 9.5275 R 17225 | 9.9177

’ e T e Liifa=2 Liii=2,1

Bereken ook L, Ren M bij 200 deelintervallen (antwoorden: L = 3,11; R=3,12; M = 3,11)

Opmerking. De werkelijke waarde in drie decimalen 3,115.
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